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2.1   Persamaan Diferensial Biasa Orde Satu 
        Persamaan diferensial biasa orde satu adalah persamaan diferensial biasa 
yang turunan tertingginya berorde satu. Secara umum dapat ditulis dalam bentuk 
  
  
  (   )                                                                                              (2.1) 
        Dengan  (   ) adalah fungsi dalam dua variabel yang diberikan dan kontinu 
di   dan  . Apabila fungsi   dalam persamaan (2.1) berbentuk  linier pada 
variabel bebas  , maka persamaan tersebut dapat dituliskan dalam bentuk  
  
  
  ( )   ( )                                                                                  (2.2)  
        Dengan    dan   fungsi  . Solusi persamaan (2.2) diperoleh dengan 
mengalikan kedua ruas dengan faktor integrasi  
  ∫    
Contoh 2.1 
Selesaikan Persamaan Diferensial  
  
  
      
Penyelesaian 
dari persamaan  
  
  
       diperoleh  ( )      dan  ( )    faktor 
integrasinya  ∫        . Jika kedua ruas persamaan  
  
  
      dikalikan 
dengan      maka: 
              ( 
  
  
   )      ( )  
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Sehingga penyelesaiannya 
∫ (     )   ∫        
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2.2   Persamaan Diferensial Biasa Nonhomogen Koefisien Konstanta 
         Bentuk umum persamaan diferensial biasa nonhomogen diberikan sebagai 
berikut: 
  
   
   
  
  
  
     ( )                                 (2.3) 
Selanjutnya dimisalkan   ( )      ( )      ( ) adalah penyelesaian untuk 
persamaan homogen   
  
   
   
  
  
  
                                               (2.4) 
Persamaan (2.4) dapat diselesaikan dengan memisalkan      , sehingga akan 
diperoleh  
  
  (   )
   
  
(   )
  
        
                       
             (        )    
Oleh karena,       maka  ( )      merupakan penyelesaian persamaan (2.4) 
jika dan hanya jika   memenuhi karasteriktik, 
                        (2.5) 
Peyelesaian dari persamaan karakteristik (2.5) adalah 
    
   √ 
  
 
dan 
    
   √ 
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Penyelesaian khusus dari persoalan persamaan diferensial linier orde dua dengan 
persamaan karekteristik pada persamaan (2.5) bergantung pada nilai diskriminan. 
 
Adapun bentuk-bentuk penyelesaian berdasarkan nilai deskriminan adalah 
sebagai berikut: 
a. Akar-akar Real dan Berbeda (        ) 
Jika akar-akar    dan    pada persamaan karakteristik   
         
adalah real dan berbeda, maka penyelesaian umum dari persamaan (2.4) 
adalah 
  ( )     
       
                                     (2.6) 
Dengan    dan    adalah konstanta sembarang. 
b. Akar-akar Berulang (        ) 
Jika akar-akar    dan    pada persamaan karakteristik   
         
adalah sama (     ), maka penyelesaian umum dari persamaan (2.4) 
adalah 
   ( )     
       
                  (2.7) 
Dengan    dan    adalah konstanta sembarang. 
c. Akar-akar Imajiner (        ) 
Jika akar-akar    dan    pada persamaan karakteristik   
         
adalah bilangan kompleks (                   ), maka 
penyelesaian umum dari persamaan (2.4) adalah 
  ( )     (               )                           (2.8) 
            Dengan    dan    adalah konstanta sembarang. 
 
Kemudian    ( ) adalah penyelesaian untuk persamaan nonhomogen. Maka 
penyelesaian umum dari persamaan nonhomogen (2.3) dapat ditulis dalam bentuk 
 ( )    ( )    ( )                      (2.9) 
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Contoh 2.2 
Tentukan penyelesaian umum dari persamaan diferensial biasa nonhomogen 
berikut: 
 
   
   
  
  
  
         
 
Penyelesaian: 
Langkah pertama yang harus dilakukan adalah menentukan terlebih dahulu 
penyelesaian umum persamaan diferensial biasa homogen. 
 
   
   
  
  
  
         
Kemudian dibentuk persamaan karakteristik untuk persamaan homogennya yaitu: 
               
(   )(   )     
                    
Maka diperoleh penyelesaian: 
   ( )      
       
     
Selanjutnya untuk penyelesain   ( ) diberikan oleh: 
   ( )    
       
Sehingga, 
  
 ( )        dan   
  ( )      
Untuk menentukan nilai     dan   maka disubsitusikan nilai-nilai   ( )   
 ( )  
dan   
  ( ) ke dalam persamaan 
   
   
  
  
  
        sehingga diperoleh: 
     (     )   (        )      
Dengan menggunakan kesamaan koefisien untuk persamaan di atas maka, 
diperoleh nilai    
 
 
    
 
  
  dan   
  
   
 , sehingga: 
   ( )   
 
 
   
 
  
  
  
   
 
Jadi, penyelesaian umum untuk persoalan diatas adalah menjumlahan persamaan 
  ( ) dengan persamaan   ( ) sehingga diperoleh:                                      
  ( )      
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2.3 Bentuk Kuadratik 
Pada bagian ini diberikan bentuk kuadratik  yaitu: 
               (2.10) 
dengan entri matriks   adalah         untuk semua   dan  . Kemudian untuk 
    [         ] maka persamaan (2.10) dapat diuraikan menjadi:        
           
                     (   )             
  
             ∑ ∑        
 
   
 
                                                          (2.11) 
Persamaan (2.9) disebut bentuk kuadratik dengan  n  banyak variabel 
          dengan                   .  Menurut (Lewis, 1995)  sifat definit 
dari persamaan kuadratik (2.10) dapat diperoleh dengan menghitung nilai eigen 
dari  matriks A. Jika A matriks simetri berukuran n x n dan              
merupakan nilai eigen dari matriks A maka bentuk kudratik       memenuhi: 
1. Definit positif jika dan hanya jika      untuk semua i 
2. Semi definit positif jika dan hanya jika      untuk semua i 
3. Definit negatif jika dan  hanya jika      untuk semua i 
4. Semi definit negatif jika dan hanya jika      untuk semua i. 
5. Sifat undefinit tidak memenuhi sifat di atas. 
Untuk memahami penjelasan di atas maka diberi contoh sebagai berikut: 
Contoh 2.3: 
Bentuklah persamaan ∑ ∑       
 
   
 
    ke bentuk kuadratik dan tentukan 
sifat definit dari matriks  .  
Penyelesaian: 
Bentuk kuadratik sebagai berikut 
 = ∑ ∑       
 
   
 
    
                         
      
                 
  
      
            
 
   
  [    ]  *
    
    
+ *
  
  
+ 
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Selanjutnya untuk sifat definit di dapatkan sebagai berikut 
Dari matriks    *
    
    
+ didapat nilai eigennya: 
                          Det (    )     
 Det  (*
  
  
+  *
    
    
+)    
Det [
(   )  
 (   )
]  
  ((   ) (   ))  (    )     
                                                  
                                           ,        
Jadi, dari nilai eigen dapat disimpulkan bahwa bentuk kuadratik diatas memiliki 
sifat semi definit negatif. 
 
2.4 Kestabilan 
Sebelum membahas tentang kestabilan, terlebih dahulu dibahas tentang 
ekuilibrium berdasarkan definisi yang diberikan sebagai berikut : 
Definisi 2.4.1 (Olsder, 1994) diberikan persamaan diferensial orde   yaitu 
 ̇   ( ) dengan nilai awal  ( )     , sebuah vektor   ̅  yang memenuhi 
 ( ̅)    disebut titik ekuilibrium.  
Untuk memahami defenisi di atas maka di beri contoh sebagai berikut: 
Contoh 2.4: 
Tentukan titik ekuilibrium dari persamaan berikut: 
 ̇      
Penyelesaian: 
Diketahui  
 ̇      
maka diperoleh titik ekuilibriumnya: 
 ̅    
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Definisi titik ekuilibrium di atas diberikan untuk memudahkan dalam 
memahami pengertian dari kestabilan, diberikan definisi tentang kestabilan 
sebagai berikut: 
Definisi 2.4.2 (Olsder, 1994) Titik ekuilibrium  ̅ dikatakan stabil jika     
        sehingga ‖    ‖    maka ‖ (    )   ‖    untuk semua    . 
Titik ekuilibrium   dikatakan stabil asimtotik jika  ̅ merupakan titik stabil dan 
      sehingga       ‖ (    )   ‖    memenuhi ‖    ‖     Titik 
ekuilibirium  ̅ tak stabil jika   tidak stabil. 
Untuk memahami defenisi di atas maka diberi contoh sebagai berikut: 
Contoh 2.5: 
Tentukan kestabilan dari persamaan differensial berikut  ̇       dengan 
diperoleh titik ekuilibrium  ̅    
Penyelesaian: 
Sebelum di analisa kestabilan, maka diberi solusi sebagai berikut 
       ̇      
     
  
  
      
     
  
 
       
 ∫
  
 
 ∫     
            
karena  ( )     maka        
Sehingga: 
                 
              
               
 
  
     
                 
 
  
      
                       
    
Selanjutnya, untuk melihat kecenderungan      dapat dilihat sebagai berikut: 
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Gambar 2.1 Grafik fungsi  ( )       
Berdasarkan gambar 2.1 jika      maka     dapat disimpulkan bahwa 
 ̇        stabil asimtotik karena solusinya menuju  . 
Contoh 2.6: 
Tentukan kestabilan dari persamaan differensial: 
  ̇  *
   
   
+ *
  
  
+ 
Penyelesaian: 
Matriks di atas dapat dijabarkan sebagai berikut: 
 ̇        dan   ̇       
sehingga dapat dicari solusi untuk masing-masing yaitu: 
untuk   ̇     ,  
          
   
  
     
       ∫
   
  
 ∫    
                  
 
karena  ( )     maka        
diperoleh: 
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Selanjutnya, untuk melihat kecenderungan     dapat dilihat sebagai berikut: 
  
Gambar 2.2 Grafik fungsi  ( )      
Berdasarkan gambar 2.2 jika      maka      dapat disimpulkan bahwa 
   stabil asimtotik karena solusinya menuju  . 
Berikutnya solusi untuk  ̇      , 
    
   
  
      
 ∫
   
  
 ∫     
             
karena  ( )     maka        
diperoleh  
              
              
 
  
      
      
    
Selanjutnya, untuk melihat kecenderungan      dapat dilihat sebagai berikut: 
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Gambar 2.3 Grafik fungsi  ( )       
Berdasarkan gambar 2.3 jika      maka      dapat disimpulkan bahwa 
   stabil asimtotik karena solusinya menuju  . Dari kedua solusi tersebut dapat 
disimpulkan bahwa  ̇     stabil asimtotik karena kedua solusi menuju  . 
2.5 Model Persediaan Barang 
Pada sub-bab ini dibentuk dua model persediaan barang berdasarkan Lotf 
Tadj (2008) dan Vikas Sharma (2013). 
2.5.1 Kendali Optimal pada Masalah Persediaan Barang 
Pembentukan model ini didasarkan pada sistem persediaan dimana ditinjau 
persediaan  saat terjadi peningkatan dan  penurunan barang. Di asumsikan bahwa 
fase pertama dari     hingga    untuk tingkat persedian yang meningkat, kemudian 
fase kedua yaitu    hingga    untuk tingkat persediaan yang menurun.  Berikut ini  
digambarkan model persedia 
               
                     
    
 
 
                                                                                                               
                                                               
 Gambar 2.4 Model Persediaan Menurut Lotf Tadj (2008) 
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  Pada gambar 2.4 membahas dua kasus yaitu kasus model penurunan 
barang dan model kenaikan barang dapat didefinisikan dalam persamaan 
differensial dinamik yaitu: 
  ̇  {
 ( )   ( )   ( )                         [    ]    
 ( )   ( )   ( ) ( )              [     ]
        
Berdasarkan batasan masalah yang telah diberikan maka yang dibahas pada 
penelitian ini hanya untuk kasus penurunan barang. Menurut (Lotf Tadj, 2008)  
pada kasus penurunan barang dapat didefinisikan persamaan differensial dinamik 
yaitu: 
 ̇   ( )   ( )   ( ) ( )        [     ]                                            (2.12) 
dengan  ( )   ( )   ( )   ( )   . Kemudiaan untuk menjamin tingkat 
persediaan menurun dari    hingga   , maka lebih lanjut persamaan (2.12) 
memenuhi. 
 ( )   ( )   ( ) ( )           [     ]                                            (2.13) 
dengan 
 ( ) : tingkat fungsi persediaan. 
 ( ) : tingkat fungsi produksi. 
 ( ) : fungsi permintaan. 
   : tingkat nilai awal persediaan. 
 ( ) : rata-rata fungsi kenaikan. 
 ( ) : rata-rata fungsi kemerosotan. 
v(t)    : selisih dan rata-rata fungsi kenaikan dan penurunan 
Fungsi tujuan dari model persediaan barang yang mengalami penurunan  yaitu 
sebagai berikut: 
  
 
 
∫ , [ ( )   ̂]
 
  [ ( )   ̂]
 
-    
 
 
                                           (2.14) 
dengan 
 ̂  : tingkat produksi tujuan 
 ̂   : tingkat persediaan tujuan 
   :  koefisien biaya penyimpanan 
  :  koefisien biaya produksi 
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Akan dibentuk (Lotfi Tadj, 2008)  untuk mencari tingkat produksi yang 
optimal maka didefinisikan persamaan berikut.  
   
 
 
* (   ̂)
 
  (   ̂) +                         (2.15) 
dengan 
   ( )   ( )   ( ) ( )        [     ]                             (2.16)   
dan fungsi Lagrange adalah sebagai berikut: 
  
 
 
* (   ̂)
 
  (   ̂) +  (   )       [     ]               (2.17) 
Syarat perlu untuk kondisi optimal diberikan dengan  
                        (2.18) 
                          (2.19) 
                         (2.20) 
                             (2.21) 
2.5.2 Model Persediaan dengan Distribusi Weibull 
Menurut Vikas Sharman (2013) tingkat penurunan pada model persediaan 
dapat mengikuti distribusi Weibull dengan dua parameter. Distribusi Weibull dua 
parameter didefenisikan sebagai berikut: 
 ( )            
 
                                (2.22) 
Dimana       adalah skala parameter dan     adalah bentuk parameter. 
Berdasarkan distribusi Weibull pada persamaan (2.22) maka menurut Vikas 
Sharman tingkat persediaan dengan distribusi Weibull didefenisikan sebagai 
berikut: 
  ( )
  
           
 
  ( )                                                      (2.23) 
  
